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Brea:fé%g%feb h
* O multime A este finitd daca este mulfimea vida sau daca existd un numar natural #
astfel incét elementele ei se pot numerota a,,a,,...,a,.
1 se numeste cardinalul multimii 4.
¢ O mulfime impreuna cu o ordine bine determinati de dispunere a elementelor sale este o
multime ordonata.
*  Numarul functiilor intre doud multimi finite
Fie 4 si B multimi finite nevide si m = card(4), n=card (B). Atunci numarul
functiilor f: A — B este egal cu n”.
*  Senumeste permutare a multimii finite 4 orice multime ordonati care se formeazi cu
elementele sale.
¢ Numirul permutarilor mulfimii 4 cu 7 elemente se noteazi P sieste egal cu
1.2.3- ..
Asadar P =1.2-3...n=n!
Conventie: 0!=1.
e Fie 4 si B multimi finite, nevide cu m = card(A), n= card(B).
a) Intre multimile 4 $i B existd cel putin o functie bijectiva dacd si numai daca m = n.
b) Numarul functiilor bijective f: 4 — B este egal cu m!=n!.
)

Se considerd mulfimea 4 = {n eNin® <9}
Sa se scrie multimile ordonate formate folosind elementele mulfimii 4 §1in care 2 are rangul
Avemcid A= {0, 1,2, 3}. Multimile ordonate cerute sunt: multimi cu 3 elemente sau cu 4
elemente in care 2 este al treilea element. Se obtin multimile ordonate:
{0, 1, 2}, {O, 3, 2}, {1, 0, 2}, {1, 3, 2}, {3,0, 2}, {3, i, 2}
{0, 1,2, 3}, {O, 3,2, 1}, {], 0,2, 3}, {1, 3,2, O}, {3, 1,2, O}, {3, 0,2, 1}.
1. Se considera multimile finite 4 si B cucard 4=35 si card (B) = . Sa se determine n stiind ca
s¢ pot defini 32 de functii de la 4 la B.
Numarul functiilor f: 4 — B este egal cu (card B)mu =n". Rezulti ecuatia n° =32 cu
solutia n=2.
3. Si se determine numarul functiilor /:{L 2, 3, 44— {1, 2,3, 4} cu proprietatea r(1)=/(3).
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Deovarsee [f (1) =" (3) € {1y/2: 34 4} revine la a determina numarul de functii definite
pe-o mul{ime cu 3'elemente cu valoriin alta cu 4 elemente. Rezulta ca sunt 4° =64 functii.
4. Seddmultimea A={-3,1,4}. Sa se scrie toate permutarile mulfimii 4.
Multimea A4 are cardinalul 7 =3. Rezultd cd ea are P, =1-2-3 permutari. Acestea sunt :
(—3,1,4),(—3,4,1),(1,—3,4),(1,4, -3).(4, -3,1),(4.1,-3).

Cate numere de 4 cifre distincte se pot forma folosindu-se numai cifrele 0,1,2,3?

»n

SHEN

Problema revine la a determina numirul de permutari ale multimii 4 = {0,1, 2,3} din
care trebuie excluse acele permutiri care au 0 pe prima pozifie, caci un numar natural nu
poate avea prima cifrd nula.

Asadar, numarul numerelor formate cu 4 cifre distincte din 4 este egal cu:
P,-P=12-3-4-1.2-3=13.

6. Si se determine numerele naturale care sunt solutii ale ecuatiilor:
2(n+1)1 (n+2)!

a) (n+2)!=20n! b) (1) —( ) =

(n - l)! n!

a) Sescrie (n+2)!= n!(n+1)(n+2). Ecuatia devine: nl(n+1)(n+2)=20n [mpartim

ecuatia cu n!# 0 si se obtine (n+1)(n+2)=20 care este echivalentd cu n +3n-18=0.
Se obtin solutiile #, =3, n, =-6.
§ Punem conditia ca n € N si se retine doar solufia n =3.

b) Inlocuim (n+1)!= (n=1)tn(n+1) si (n+2)1=n!(n+1)(n+2).

Ecuatia se transforma succesiv astfel:

2(n—l)!n§n+l)_n!(n+l)(n+2) :4<:>2n(n+1)—(n+1)(n+2):4<:> n—n—6=0.
(n—l ! n!

Se obtin solutiile 7, =3, n, =-2. Conditiile de existenta a factorilor sunt:
n-lelN, neN, n+leN, a+2eN. Caurmare, solufia ecuatiei initiale este n =3.
7. a) Sise arate ci pentru orice k € N are loc egalitatea k!k = (k + 1)!— kL
b) Si se calculeze suma: 111+2!2+3!3+...+20!20.
a) Avem: (k+1)!—k! = k!(k+1)—k!=k!(k+l—l) =klk, Vkell
b) Folosim identitatea de la punctul a) si suma se scrie:
1+212+313+ .. +nln= (2!—1!)+(3!—2!)+(4!—3!)+...+(2l!—20!) =—1M211=2111.
8. Se considerd mulfimea finitd 4 cu card (A) =n. Cate elemente are 4 dacd exista 5040
functii bijective f: 4 — A?
Numérul de functii bijective este n!. Rezultd ecuatia n!=5040. Se obtine n=7.
9, Fie 4= {1,2,3,4,5}. S3 se determine numarul de functii bijective f: 4 — A cu proprietatea
f(1)=2.

Deoarece f (1) =2 si / este bijectiva, revine la a determina numarul functiilor bijective

{ definite pe mulfimea B = {2,3,4,5} cu valori in multimea C = {1,3,4,5}. Se obtin 4!
~ functii, adica 24.
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1. Sise determine mul;.lmile ordonate ce se pot forma cu elementele multmm

a) {0,2,3}; b) {a,-1}; c) {x,y,z,t} ; d {13},
2. S se scrie multimile ordonate formate cu elementele multimii 4 in cazurile:
a) A:{xeN%xzéfj}; b) A:{er! i2x—3|§2};
c) A:{xe@’6x1—5x+1:0}; c) A:{xeR‘x;ffwzwLZx:O} .

3. Sa se scrie submultimile ordonate ale multimii A = {1, 2,3,4,5,6, 7,8,9} care au suma

elementelor 9.
4. Scrieti mul{imile ordonate cu 2 elemente ale mul{imii 4 daci :

a)  A={neN|ndivide 12 si n divide 32};
b 4={reNJs ~5:2'+4=0}.

5. Scrieti submultimile ordonate ale multimii A = {x eR

6. Fie mulfimile 4={1,2} si B={1,2,3} . Sa se determine numdrul de functii /: 4 - B .Si se

scrie functiile.
7. Fie multimile 4= {2,5,14} si B . Sa se determine cate elemente are multimea B daci existd

64 de functii f:4— B.

8. Sd se determine numarul functiilor f:{0,1,2} — {0,1,2} care verifica relatia (2)=2.

9. Si se determine numarul functiilor /:{1,2,3,4} — — {1,2,3,4} cu proprietatea ci ()= r(4).
10. Sa se determine numérul functiilor /:{0,1,2,3} — — {0,1,2,3} care au proprietatea
F(0)=r(1)=2.

11. Sa se determine numarul functiilor /:{0,1,2,3} — {0, 1,2,3} care au proprietatea ci £(0) este

numar impar.

12. Sa se determine numdrul functiilor /:{1,2,3,4} — {1,2,3,4} care au proprietatea ci

f(l)+f(3) =
13. Si se scrie permutdrile multimilor
a) {x,l,y}; b) {—2,2}; c) {a,l,b,2}.
14. Si se determine numdrul de permutiri ale multimilor:
a) A:{neN\in divide 6} ; b) Bz{xe%‘x‘? —+—x2—4x—4=0} ;
o) Cz{xe@EZ,x:—i-x—l:O}; d D= {xex 6.2 48— o}
15, Calculati:
| ! ! ' 1—18!
a) l; b) Ei.: c) i+£; d) L l8';
8! 209! 14! 15! 19!
| (n—9)! f (n=2)! (n+38)! b) (n+43)—(n+4)!
e ; r—e Ty ' :
(n=7)! (n—4)! £ (n+6)1+(n+7)! (n+4)=(n+5)!

Metode de numarare



Asadar, se obfine numarul Afo —-A;.
3.7 S@senrczolve ecuatiile:
a) A’ =I18AZ; b)) BA’, =3P, Al
a) Se expliciteaza aranjamentele din cei doi termeni si se obtine:
2)! !
% = (nlfn4)| o (n+2)(n+1)n(n—l)(n—2) =18(n—3)(n—2)(n—1)-n o
< n(n-1)(n-2)[(n+1)(n+2)-18(n-3)]=0. (1)
Conditia de existenta a aranjamentelor conduce la ne N, n 2 4.
Rezultd ¢a din (1) se obfine numai (n+1)(n+2)—18(n—3)=0,adicd n* ~152+56=0

cu solutiile n, =7, n, =8.
. '
b) Avem succesiv: szy. x! cuconditia xeN, x>5
(x—4)! (x-5)!
8-(x—4)!(x—3)(x—2)(x—1)x(x+l)_3-6-(x—5)!(x—4)(x—3)(x—2)(x—1)-x
(x—4)! - (x-5)!

xeN <:>8(x+1)=18(x—4), xelN, x>4¢& 5x-40=0, xeN, x> 4. Se obtine solutia

, X225,

~

x=8.

4. Intr-o clasi sunt 32 de elevi, dintre care 22 sunt fete. Si se determine in cate moduri se poate
alege un comitet al clasei format din 3 fete si 2 baieti.
Sohnie

Clasa este formata din 22 fete si 10 baieti.

3 fete se pot alege dintre 22 fete in C;, moduri.

2 baieti se pot alege dintre cei 10 baieti in C}, moduri.

Rezultd ci un comitet din 3 fete si 2 biieti se poate alege in C, -C;, moduri.
5. Se considera multimea A4 = {1, 2,3,4.5, 6}. Sa se determine numarul de submultimi ale
multimii 4 care au 3 elemente dintre care exact un element este numdr par.
Multimea A contine 3 numere pare §i 3 numere impare.
Fie {x, y,z} o submultime a multimii A cu x numar par §i y,z impare. Elementul x

poate fi ales in C} moduri din multimea 4 iar elementele y,z pot fi alese in C; moduri.
Rezultd ca numarul total de submultimi cu 3 elemente ale lui 4 care confin un singur
numir par este egal cu produsul C}-C; =3-3=9.
6. Siserezolve ecuatia C.,, +n=n"+3, neN.
Explicitam fiecare element combinatoric si se obtine succesiv:
(n + 2)!

N _4n=n"+3, neNw
(n+2—1)!1!

< n* —2n+1=0.Se obtine solutia n=1.
8C_':'_3 = C:‘:Z

7. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
x=2y=2
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